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1. Wurzeln im Reellen

Fiir ungerades n € N* (£ N \ {0}) ist die n-te Potenzfunktion auf R umkehrbar, fiir gerades n € N* dagegen nur
die Einschrinkung der n-ten Potenzfunktion auf R*™ U {0} oder R~ U{0} oder Teilmengen dieser beiden Mengen.
Dies lésst es wiinschenswert erscheinen, zwecks Eindeutigkeit folgende Sprech- bzw. Schreibweisen einzufiihren:

fiir gerades n: {/x, gelesen ,,n-te Wurzel aus x “, und fiir ungerades n: T\ﬂx), gelesen: ,,n-te Wurzel von z “,

wobei fiir n = 2k + 1 mit k¥ € N definiert wird:

2/ (2) = sgn(x) - */|z| fiiralle 2 € R.

Demgegeniiber sind %/z und ***{/z nur fiir v € R* U {0} definiert. Man darf nun z. B. die Losung von 23 = —8
als fﬂ — 8) notieren und verstoBt dabei nicht gegen die Forderung, dass unter einer Wurzel niemals ein negativer
Radikand stehen darf; denn —8 steht hier ja auflerhalb der Wurzel.

-1 -1
Man kann jetzt einwandfrei schreiben (f wird gelesen ,.f oben minus 1°; f# f~! = %):

-1

fiir ungerades n ist f= (x — {/(z)) die Umkehrfunktion von f = (z > 2™),

fiir gerades n ist 9= (z + {/) die Umkehrfunktion von g = (z — ™) | RT U {0}
und /= (z — — {/z ) die Umkehrfunktion von i = (z - 2™) | R~ U {0}

(Wenn keine Einschrinkung gemacht wird, soll die maximal mégliche Einsetzungsmenge fiir den Funktionsterm
definitionsgemal gleich der Definitionsmenge der Funktion sein.)

Man hat f = 2+/(z) = sgn(x) - **/]z| = sgn(z) - *R/z - sgn(x) fiir alle x € R, und mittels Ketten- und
Produktregel findet man die Ableltung an jeder von Null verschiedenen Stelle Zo:
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(@) = 0+ sen(ao)- (2k +1) - *"/ (o - sgn(zo))?* senlro)
1

(2k+1)- 2k+\1/m(2)k.

Gelegentlich wird die Meinung vertreten — sogar von Mathematikern! — man diirfe z. B. {/—S8 fiir die doch eindeutig
bestimmte Losung —2 der Gleichung 23 = —8 schreiben, da ja (—2) = —8 nur fiir —2 gilt. LieBe man unter
Wurzeln mit ungeradem Wurzelindex negative Radikanden zu, kime man sofort in Konflikt mit Rechengesetzen
fiir Wurzeln und erhielte:

—2=+/-8=/(-8)2= V64 =142, ein eklatanter Widerspruch!

Deshalb sei ausdriicklich festgehalten:

Im Reellen sind auch unter Wurzeln mit ungeradem Wurzelindex negatve Radikanden nicht zugelassen!



2. Wurzeln mit ungeradem Wurzelindex im Komplexen
Beim Ubergang ins Komplexe konnte man jetzt doch auf die Idee kommen, so zu rechnen:

V8= (1) 8= Y1 -R=...

Aber dies ist fehlerhaft, da die korrekte Anwendung der Regel v/ab = Ja - Vb die Voraussetzung a,b € Rg
verlangt.

/=8 ist im Komplexen ,,gemeint* als Losung der Gleichung 23 = —8. Mit z = x + i - y ist

-8 = (x +iy)®
=2 + 322 iy + 3z - (iy)? + (iy)®
= (¢ = 3zy?) +i(32°y — y°),

=—8(I) =0 (1)

Aus (II) erhilt man v/3 - ¢ = y oder v/3 -2 = —y oder y = 0 und jeweils hieraus weiter mit (I)

z(2? — 92%) = -8 z(z? — 92%) = -8 20 = —8
—823 = -8 —8z% = -8 T =2
2 =1 2 =1 Y =
r=1 r=1

y=v3 y=-vV3
Demnach kann &/—8 sowohl 1 + /3 - 7 als auch 1 — v/3 - 4 als auch —2 bedeuten. Man hat ja im Komplexen
—8=(-2%=(1+V3-i)?=(1-V3-i)>

und es ist auBerdem

|—2[=1+V3-i|=]|1-V3-i| =2

Halten wir also fest: /—8 ist auch im Komplexen kein eindeutig definierter Ausdruck! (Siehe Bemerkung unten.)

Allgemein (also auch fiir gerade natiirliche n) gilt:

Die Gleichung 2" — o = 0 mitn € N* und a = a + bi = || (cos(¢) + i - sin(y)) hat die Lésungen

Zk:{z/@(ms(m)”.sm(m)) O<k<n-—1).
n

n

Ist speziell « = 1,s0 a = 1, b = 0, damit ¢ = 0, und dann liefert

2 2
zk:<cos<k7r>+i-sin<k7r>> 0<k<n-1)
n n

die so genannten n-ten Einheitswurzeln.

Bemerkung

In Lehrbiichern zur Theorie der komplexen Funktionen ist es vielfach iiblich, zg Hauptwert der n-ten Wurzel zu
nennen und entgegen den zuvor gemachten Ausfiihrungen mit {/« zu bezeichnen; er féllt mit der im Reellen be-
nutzten n-ten Wurzel nur dann zusammen, wenn der Radikand positiv reell ist. Man sollte aber dieser Auffassung



nicht mehr folgen; denn keinesfalls darf man allgemein die aus dem Reellen bekannten Rechenregeln fiir Wurzeln
ins Komplexe iibertragen.

Beispiel 1
Zu bestimmen sei die Losungsmenge von 22 + 8 = 0.
Hierista = —8 =8 - (=1 +i-0) = 8- (cos(7) + i - sin(7)) und ¢/]a| = V/8 = 2, so dass

20:2(cos<%)+i-sin<g>> = <1+i-;\/§>:1+\/§-2‘
21 =2 (cos (m) + i - sin (1)) =2(-1+4+1-0) = -2

22:2<Cos<5;>+i-sin(5;>) :2<;—i-;\/§):1—\/§~z’

Genau diese Losungen waren zuvor auf anderem Wege gefunden worden. Durch Nachrechnen zeigt man sofort
3 5 3
(1+v34) = (-2 = (1-V3-i) =-s.

Gemii} obiger Bemerkung steht jetzt </—8 nicht fiir —2 sondern nur fiir den Hauptwert zg, also /—8 = 1++/3-1.
Als besondere Feststellung sei hier noch notiert, dass zg + 21 + 22 = 0 sowie |29| = |21]| = |22| = 2. Die drei
Losungen liegen in gleich groBen Abstinden auf dem Kreis um den Ursprung mit dem Radius 2.

Beispiel 2
Zu ermitteln seien die Losungen der Gleichung 23 = i.
Hierista =i=1-(04i-1)=1-(cos (§) +i-sin (%)) und {/Ja] = V1 =1, so dass

20:1-(cos<%>+i-sin<%>) :+%\/§+i-%:+%(\/§+i>
=1 (cos(i?)—i—i-sin(i?)) = —%\@—l—z‘-%: —%(ﬁ—z)

3 L. 3 . .
22:1-<cos<2>+z~sm<2>>: 0—2 = —1

Auch hier zeigt man durch Nachrechnen

(; (\/§+i)>3 _ (_; (Jﬁ—z‘))g = (i) =1,

und wiederum sei festgehalten, dass auch jetzt wieder zg + 21 + z2 = 0 sowie |z9| = |2z1| = 1. Die drei Losungen
liegen in gleichen Abstinden auf dem Kreis um den Ursprung mit dem Radius 1.
Wieder beachte man, dass — folgt man obiger Bemerkung — /7 nur fiir den Hauptwert % (\/§ + z) steht, also

Vi=35(V3+1i)ist.

Das Beispiel 2 zeigt, dass auch /i bzw. i3 keine eindeutig bestimmten Terme sind; denn sie miissten zugleich
% (\/3 + z) , —% (\/5 — z) und —¢ bedeuten. Im Komplexen ist noch nicht einmal 1 eindeutig als 1 bestimmt;
denn bei gleichem Vorgehen wie in den beiden Beispielen findet man als Losungsmenge der Gleichung 23 = 1
(im Komplexen!)
1 1
{1; -5 (17\/3'2');75 (1+\/§-i) }

Erst mit der Festlegung, dass </1 nur fiir den Hauptwert — in diesem Fall fiir den Wert 1 — stehen soll, gilt ¢/1 = 1
wie im Reellen, da ja hier der Radikand 1 sowieso schon positiv reell ist.



3. Quadratwurzeln im Komplexen
Etwas anders stellt sich die Situation fiir Quadratwurzeln im Komplexen dar. Zu 16sen sei die Gleichung 22 =
a + 1b. Dazu sei z = u + v gesetzt; dann ist

22 =u?— v +i-2uv=a-+ib.

Hieraus entnimmt man

a=u?—0v? und y=2uv.

Diese beiden Gleichungen 16st man nach v und v auf:
la +ib| = |2%] = |2]* = u® + 07,

la 4 ib| + a = (u® +v*) + (u? — v?) = 202,

la +ib| —a = (u* +v?) — (u? — v?) = 20%,

so dass wegen |a + ib| = v a? + b? jetzt

u:j:\/;< a2+b2+a) und v:j:\/;<\/a2+b?—a>.

Die Probe ergibt
2 2 1 2 2
a=1u _U_§( a’?+b —i—a)—

S (Ve —a)=a
b:2uv:i\/;< a2+b2+a)'%<\/a2+b2—a>:i a2 4+ b2 — a2 = £Vb? = £|b|,

und hier gilt die zweite Gleichungskette genau dann, wenn das Vorzeichen der Wurzeln mit dem Vorzeichen von b
tibereinstimmt. Dazu ist bzgl. der Vorzeichenfunktion noch eine Modifikation erforderlich (s. u.).

Die beiden Losungen der Gleichung 22 = a + ib (a,b € R) lassen sich mit reellen (!) Quadratwurzeln so
schreiben (z = u + iv; s. 0.):

zp = (—1)F <\/;< a2+b2—|—a)~|—i-sign(b)-\/; <\/a2+b2—a)>, (k=0;1)

hierbei ist die sign-Funktion — abweichend von der sonst iiblichen Definition! — so definiert (s. u. Beispiel 3):

. +1, fallsx >0 "
sign(x) = { 1. fallsz < 0 fiir alle z € R.

Durch direktes Nachrechnen bestitigt man umgekehrt sofort (k = 0; 1):

2= <(—1)k <\/;( a2+b2+a>—|—i-sign(b)-\/; (\/m—a)>>2
:%( a2+62+a>—;<\/(m-a)+i‘2-sign(b)\/i(a2+b2—a2)

=a+1-sign(b) - [b]
=a+i-b.




AuBerdem bemerkt man auch hier wieder, dass zo + z1 = 0 sowie |z9| = |z1]| = |a + ib] = Va? + b?. Die beiden
Losungen liegen diametral auf dem Kreis um den Ursprung mit den Radius va? + b2.

Einen Grund fiir die vom sonst Ublichen abweichende Definition der sign-Funktion liefert das folgende
Beispiel 3
Zu 16sen sei die Gleichung 2% = —2.
Esist —2=—2+14-0,d. h.a = —2 und b = 0; weiter ist | — 2| = 2, und damit rechnet man
2= (—1)F (o+z'-1-ﬂ) firk=0:1, d.h z0—=i-v2und 2 = —i- 2.

Mit der sonst iiblichen Definition sign(0) = 0 hitte man hier zyp = z; = 0 erhalten. -

Wollte man zur Kennzeichnung der Losungen der Gleichung 22 = a + ib das Wurzelzeichen benutzen, hitte man
gemif der Bemerkung auf Seite 2 folgende Moglichkeit:

1
(=% Va+ib (\/ (la +ib] + a) + i - sign(b 2(a+ib[—a)> (k=0;1).

Wie aber in der genannten Bemerkung schon gesagt wurde, darf man keinesfalls allgemein die aus dem Reellen
bekannten Rechenregeln fiir Wurzeln ins Komplexe iibertragen. Deshalb halten wir zusammenfassend fest:

Beim Gebrauch des Wurzelzeichens im Reellen wie im Komplexen ist hochste Vorsicht geboten!



