
Behauptung: Für alle n ∈ N gilt (n+ 10)4 < 2n+10+
√
n+10.

Beweis
Die Behauptung ist äquivalent mit ∧

k∈N

(k ≥ 11 ⇒ k4 < 2k+
√
k),

und dies wird durch vollständige Induktion gezeigt.

Induktionsanfang: Für k = 11 gilt 114 = 14641 < 16384 = 214 < 211+
√
11.

Induktionsschritt: Für ein k ∈ N gelte k ≥ 11 ⇒ k4 < 2k+
√
k.

Zu zeigen: Dann gilt auch (k + 1)4 < 2k+1+
√
k+1.

2k+1+
√
k+1 > 2k+1+

√
k

= 2 · 2k+
√
k

> 2 · k4

≥ (k + 1)4 für jedes k ∈ Nmit k ≥ 11;

denn die letzte Ungleichheit gilt wegen∧
k∈N

(k ≥ 6 ⇒ 2k4 > (k + 1)4),

und dies ist wiederum äquivalent mit∧
k∈N

(k ≥ 6 ⇒ (k + 1)2 <
√
2 · k2),

wie nochmals durch vollständige Induktion gezeigt wird.
Induktionsanfang: (6 + 1)2 = 72 = 49 < 50, 4 = 62 · 14

10
< 62
√
2.

Induktionsschritt: Für ein k ∈ N gelte k ≥ 6 ⇒ (k + 1)2 <
√
2 · k2.

Zu zeigen: Dann gilt auch (k + 1)2 <
√
2(k + 1)2.

(k + 2)2 = ((k + 1) + 1)2

= (k + 1)2 + 2(k + 1) + 1

<
√
2 · k2 + (2k + 3)

<
√
2 · k2 + (2

√
2 · k +

√
2) (∗)

=
√
2(k2 + 2k + 1)

=
√
2(k + 1)2.

Begründung von (*): 2k+3 < 2
√
2·k+

√
2 ⇔ 3−

√
2 < 2k(

√
2−1), und die rechte Ungleichung

gilt wegen

3−
√
2 <

8

5
< 2k · 2

5
< 2k(

√
2− 1)

für beliebiges k ∈ N mit k ≥ 3. Damit ist alles bewiesen.


